Prirodno-matematicki fakultet
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OLIMPIJADA ZNANJA 2023

Rjesenja zadataka iz MATEMATIKE

za VIII razred osnovne skole

1. (8 poena) Komad legure bakra i olova mase 60kg sadrzi 35% bakra. Koliko olova treba
dodati da bi se dobila legura koja sadrzi 25% bakra?

Rjesenje: Dodajmo zkg olova. Mora vaziti 35%60 = 25%(60 + z). Dobijamo % <60 =
2260 + 2, pa je 2100 = 1500 + 25z. Odavde je 25z = 600, pa je z = 24. Dakle, treba
dodati 24kg olova. O

2. (23 poena) Brojevni niz formira se na sljedeéi nacin:
1. prvi ¢lan niza je broj 20;
2. svaki ¢lan niza nakon prvog dobijamo kada njegovog prethodnika kvadridamo, saberemo
mu cifre i dodamo 1.
Na primjer, drugi ¢lan niza dobijamo: 20% =400, 44+0+0 =4, 4+ 1 = 5. Dakle, drugi ¢lan

niza je 5. Koji broj je na 2023 mjestu u nizu?

Rjesenje: Primijetimo da niz ima sljedeée elemente: 20, 5, 8, 11, 5, 8, 11, ... . Dakle, trojka
5, 8, 11 se ponavlja, i svi brojevi na pozicijama 3k+1 su 11 (osim prvog ¢lana niza), svi brojevi
na pozicijama 3k + 2 su 5, a na pozicijama 3k su 8. Kako je 2023 = 2022+ 1=3-674+ 1,

to je trazeni broj 11. O
3. (23 poena) Nadi cjelobrojna rjesenja jednaéine a?b? + a® + b% + 1 = 2005.
Rjesenje: Primijetimo da se jednacina moze zapisati kao (1 + a?)(1 4 b%) = 2005, a kako je

2005 = 5%401, a 5 i 401 su prosti brojevi, dobijamo da je a®>+1 = 5 i b*> 41 = 401 ili obratno.
Odavde jea =+2ib==420ilia=420ib=+2. O



4. (23 poena) Igor, Sasa i Misa igraju tenis ,,na ¢ekanje”. Igra ,,na ¢ekanje” znaci da u svakoj
partiji igraju dva igraca a treéi ¢eka. Igrac koji izgubi ustupa mjesto djecaku koji je ¢ekao i u
sljedecoj partiji on je ,,na ¢ekanju”. Poznato je da je Igor odigrao 12 partija, Sasa 7 partija,

a Misa 11 partija. U koliko partija je Igor pobijedio Sasu?

Rjesenje: Prvo, primijetimo da je odigrano (12474 11) : 2 = 15 partija. Od toga, Igor nije
igrao 3 partije, Sasa nije igrao 8 partija, a Misa nije igrao 4 partije. PosSto se u svakoj partiji
igrac koji je ,,na ¢ekanju” mijenja, zaklju¢ujemo da Sa8a nije igrao prvu, trecu, petu, sedmu,
devetu, jedanaestu, trinaestu i petnaestu partiju. Dakle, neparne partije su igrali Igor i Misa,
i jedan protiv drugog su odigrali 8 partija. Posto je Igor igrao ukupno 12 partija, zaklju¢ujemo
da je sa Sasom igrao Cetiri, i pobijedio je u svakoj ( jer Sasa nije igrao u neparnim partijama).

Dakle, Igor je pobijedio Sasu cetiri puta. O

5. (23 poena) Na hipotenuzi AB pravouglog trougla ABC izabrana je tacka K takva da je
BC = CK. Duz CK polovi simetralnu duz AL ugla CAB. Izra¢unati uglove u trouglu ABC.

Rjesenje: Oznacimo /JCAB = o, Z/ABC = 3. Neka je D presjek duzi CK i AL. Trougao
ALC je prevougli, i D je sredina njegove hipotenuze, pa je CD = AD = LD. Dobijamo da
je trougao ADC jednakokraki, pa je ZACD = ZCAD = §,i ZADC = 180° — a.

Dalje, kako je trougao CK B jednakokraki, to je ZCKB = ZKBC = (. Posmatrajmo
trougao ADK. Imamo da je ZDKA = 180° — 3. Pored toga jei ZADK = «a i ZDAK = 3,
pa dobijamo 370‘ +180° — 8 = 180°, odnosno § = 370‘ Vazii a4+ = 90°, pa dobijamo a = 36°,
B =54°. 0O



Vrijeme rada: 180 minuta.
Prvi zadatak se boduje sa maksimalno 8 bodova, a ostali sa maksimalno 23 boda.

RjeSenja zadataka detaljno obrazloziti.



